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KAFLI 1.4

Kafli 1.4 Properties of Discrete-Time Systems

Basic Problems

I pessum deemum eru gefnir upp eiginlegar sem téd kerfi uppfyllir ekki, og eitt eda fleiri
innmerki sem syna greinilega fram a a0 kerfid uppfylli ekki gefna eiginleika. Fyrir hvert
kerfi parf a0 skilgreina MATLARB vigra til bess a0 tdkna innmerki og itmerki. Sidan gerum
vio grof med pessum merkjum og faeerum rok fyrir pvi hvernig pessi grof geta synt hvernig
kerfid uppfyllir ekki pessa eiginleika.

Lidur (a)
Dami

Kerfid y[n| = sin((7/2)x[n]) er ekki linulegt. Notum merkin z;[n] = §[n] og xs[n] = 20[n]
til pess a0 syna fram & a0 kerfio sé ekki linulegt.

Lausn

=%

[n] og z2[n] = 2d[n]. Skilgreinum

sin((7/2)z1[n]),
sin((7/2)z2[n]).

Til bess ad y[n| sé linulegt barf innmerkid az;[n] 4 bxa[n| ad gefa atmerkid ay, [n] + byz[n]
Par sem a og b eru einhverjir fastir skalar. Vid getum leitt pad ut ao fallio sé 6linulegt:

ys[n] £ sin [(g) (az1[n] + bxg[n])] ,

— sin [(g) axl[n]] cos [(g) b@[nﬂ + cos [(g) axl[n]} sin [(g) bxg[n]]

Vid vitum ad

Hofum y[n] = sin((7/2)x[n]), 2:[n] =

[>

—

Yy n

Ya (N

>

—

ayi[n] + bya[n| = asin((7/2)x1[n]) + bsin((7w/2)x2[n])
= ys[n] # ayi[n] + bya[n]

Merkid er pvi greinilega ekki linulegt. Petta getum vid einnig séd { MATLAB. A fyrra
grafinu & nzestu sidu teiknum vid upp annars vegar y;[n| og hins vegar yo[n|. Ef vid
litum sidan & naesta graf par sem vid teiknum annars vegar ys[n] (sama og y[n| med
xz[n| = axi[n] + bxe[n]) og hins vegar ayi[n] + bys[n| sjaum vid ad gréfin eru mjog olik
(Vio latum a og b vera einhverja fasta, pa somu i badum gréfum). Ef merkid veeri linulegt
ettum vio a0 fa tvo nakveemlega eins grof.
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KAFLI 1.4

Lidur (a)
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Mynd 1: Merkid y[n| fyrir x[n] = x1[n] annars vegar og z[n| = z3[n| hins vegar.
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Mynd 2: Annars vegar merkid ys[n| fyrir z[n]

y,Inl

axy[n]+bxy[n] og hins vegar ay; [n]+bys[n].

Merki og kerfi



KAFLI 1.4 Lidur (b)

Lidur (b)
Daemi

Kerfid y[n] = z[n] + z[n + 1] er ekki orsakatengt. Notum merkid xz[n] = u[n| til bess ad
syna fram & bpetta. Skilgreinum i MATLAB vigrana x og y til pbess ad takna innmerki &
bilinu —5 < n <9, og utmerki 4 bilinu —6 <n < 9.

Lausn

Samkvaemt skilgreiningu 4 orsakatengdu kerfi er tmerki pess veltur eingéngu & innmerki
bess i nitid og patid. Merkio y[n] = x[n| + z[n + 1] er ekki orsakatengt par sem utmerki
bess byggist 4 nitid + framtid. Vid getum skodad petta a grafi:

1.8

1.4r

1.2

y[n]
=
T
©

0.8

0.4

0.2

-6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
n

Mynd 3: Kerfid y[n| = x[n] + z[n + 1]
Vi vitum ad merkid u(t) er orsakatengt pvi pad er skilgreint sem
1, t<0
ult) = { 0, t>0

Af myndinni sjaium vid a0 fallio gefur gildio y[n| = 1 in = —1. Samkveemt skilgreiningunni
a u(t) ettum vid ad fa y[n] = 0 fyrir n < 0. y[n] = u[n] + u[n + 1] er bvi dorsakatengt.
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KAFLI 1.4 Lidur (c)

Intermediate Problems
I pessum deemum faum vid kerfi og eiginleika sem bad uppfyllir ekki, en verdum ad
uppgotva 4 eigin spytur eitt eda fleiri innmerki sem syna fram 4 pad. Hér gerum vid
MATLAB vigra til pess a0 takna innmerki og utmerki kerfisins og bium til grof 1 samraemi
vi0 pessa vigra. Notum sidan grofin til pess ad feera skyr og goo rok fyrir pvi af hverju
kerfio uppfyllir ekki téda eiginleika.

Lidur (c)
Daemi

Kerfid y[n] = log(z[n]) er ekki stédugt.

Lausn

Pao a0 kerfi sé stoougt pyoir ad pegar innmerkio breytist orlitid breytist ttmerkid mikid,
t.d. haekkar mjog snoggt og stefnir 4 co. Til bess ad syna ad log(x[n]) sé 6stodugt purfum
vid ad velja innmerki sem heekkar snoggt. Vid veljum n = 1: 10 og z[n] = n"’:
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Mynd 4: Kerfid y[n| = log(z[n])

Vio sjaum ad fallid haekkar mjog snoggt og ad pad bart ekki morg n til pess ad y[n| stefni
a oo.
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KAFLI 1.4 Lidur (d)

Lidur (d)
Daemi

Kerfid i (a)-1id er ekki andhverfanlegt.

Lausn

Kerfid sem vid héfum er y[n] = sin((7/2)z[n]). Andhverfa pess er w[n] = sin'(y[n])Z.
Samkvaemt skilgreiningunni 4 andhverfu settum vid ad fa 6lik atmerki fyrir sému innmerki

y[n] og w[n]. Skodum betta & grofum: Hér eru baedi grofin ndkvaemlega eins sem pyoir ad
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Mynd 5: Kerfin y[n] = sin((7/2)z[n]) og w(n] = sin' (y[n])2.

kerfid getur ekki verid andhverfanlegt. Andhverfa merkisins er st sama og merkid sjalft!
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KAFLI 1.4 Lidur (e)

Advanced Problems

Fyrir naestu prju kerfi eigum vid a0 athuga hvort pau séu linuleg, timadhéd, orsakatengd,
stooug og andhverfanleg. Ef pau hafa ekki tiltekinn eiginleika purfum vid a0 syna fram 4
pbad med deemum og nota MATLAB til pess a0 syna myndrznt hvernig kerfido hefur ekki
pessa eiginleika.

Lidur (e)
Daemi
y[n] = 2°[n]
Lausn

e Linulegt: Nei (sja tutskyringu med gréfum nedar).

Timaohad: Ja, bvi y[n — ng| er utmerki fyrir z[n — ng] sem innmerki (sja bls. 51).

Orsakatengt: Ja, pvi atmerki byggir einungis & innmerki { ntio.

Stodugt: J4, pvi ttmerkio takmarkast af innmerkinu.

Andhverfanlegt: Ja, bvi heegt er ad finna andhverfuna w[n] = {/y[n].

Til pess a0 athuga hvort kerfid sé linulegt notum vid sému adferd og adur, p.e. fyrir
innmerkin

x1[n]
xo[n]

og samsvarandi kerfi y;[n| og yo[n] parf eftirfarandi ad vera uppfyllt:

o[nl,
20[n],

yiln] = az¥[n] + bas[n] = (az[n] + bwa[n])” = yo[n]

Vio skodum betta myndraent i tveimur grofum & naestu sidu. Ef petta kerfi veeri linulegt
vaeru pessi grof nakvaemlega eins. Pau eru pad ekki svo vid alyktum ad kerfio sé ekki
linulegt.
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KAFLI 1.4 Lidur (e)
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Mynd 6: Kerfid y;[n] = azi[n] + ba3[n].
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Mynd 7: Kerfid yo[n] = (ax;[n] + bxa[n])3.
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KAFLI 1.4

Liour (f)

Lidur (f)

Daemi
y[n] = na|n]

Lausn

e Linulegt: Ja, pvi kerfid uppfyllir skilyrdi um linuleg kerfi.
e Timao6had: Ja, bvi y[n — ng| er utmerki fyrir (n — ng)z[n — np] sem innmerki (sja
bls. 51).
e Orsakatengt: J4, pvi utmerki byggir einungis & innmerki i nitio.
e Stodugt: Nei, pvi pegar n — oo gildir a0 y — oo, p.e. itmerkio er ekki takmarkao
af innmerkinu (ndnar hér ad nedan).
e Andhverfanlegt: J4, nema i n = 0, pvi andhverfan er win] = Ly[n], n # 0.

og stefnir ad lokum & oo.

Vio getum skodad hvort kerfid sé stéougt i MATLAB med pvi a0 bera saman annars vegar
xy[n] = uln| og hins vegar y[n] = nx,[n|. Vid sjaum ad grafid haegra megin haekkar hratt
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Mynd 8: Kerfin z[n] = u[n] og y[n] = nz[n] borin saman.
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KAFLI 1.4

Lidur (g)

Lidur (g)
Daemi

y[n] = z[2n]

Lausn

Timadéhad: Nei, sja utskyringu hér fyrir nedan.

Andhverfanlegt: Ja, andhverfa bess er w[n] = y|

Linulegt: J4, bvi kerfio uppfyllir skilyrdi um linuleg kerfi.

Orsakatengt: Ja, pvi atmerki byggir einungis & innmerki { nttio.

Stodugt: Ja, pvi ttmerkio er takmarkad af innmerkinu.

Skilyrdin fyrir pvi ad kerfi sé timachad eru bau ad y[n — ng] = x[n — ne). T bessu tilfelli er

y[n — ngl = x[2(n — ng)] = z[2n — 2ny]

sem brytur gegn skilyrdinu okkar. Kerfid er pvi timahad. Profum ad velja innmerkio
x1[n] = 2n. P& er utmerkid yi[n] = 2(2n) = 4n. Profum lika hlidrun. P4 er z3[n] =
2(n—1) =2n—2 og y2[n] = 2(2n —2) = 4n — 4. Skodum betta myndreent med MATLAB:
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Mynd 9: Samanburdur & innmerkjunum z;[n]
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og y1[n] annars vegar og xs[n] og yo[n] hins
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KAFLI 1.5

Kafli 1.5 Implementing a First-Order Difference Equation

Stakreen kerfi eru oft tutfeerd sem linulegar mismunajofnur med fastastudlum. Tveer
einfaldar mismunajofnur eru fyrsta stigs moving average og fyrsta stigs auto-regression
jofnurnar:

y[n] = z[n] + bx[n — 1] (1.5)
yln]

ayln — 1] + z[n]

Advanced Problems

Lidur (a)
Daemi

Vio eigum ad bua til fallio y=diffeqn(a,x,ynl) sem reiknar ttmerki orsakatengda
kerfisins sem synt er med jofnu (1.6). Innmerkisvigurinn x inniheldur z[n] fyrir 0 < n <
N — 1 og yn1 gefur gildid 4 y[—1]. Uttaksvigurinn y inniheldur y[n] fyrir 0 <n < N — 1.
Fyrsta lina M-skrannar setti ad vera function y=diffeqn(a,x,yn1).

Lausn

Sja vidaukann MATLAB kodar

Liour (b)
Daemi

Gerum rad fyrir ad a = 1, y[—1] = 0, og ad vid hofum bara dhuga 4 uttaki 4 timabilinu
0 < n < 30. Notum fallid diffeqn til bess ad reikna svorun vegna z1[n] = d[n] og
xo[n] = u[n], einingarimplsins og einingarprepafallsins. Teiknum grof fyrir hvora svorun
fyrir sig med stem.

Lausn

Fyrir nanari lausn, sja vidaukann MATLAB kédar. Grofin koma hér ad nedan:
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KAFLI 1.5 Lidur (b)
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Mynd 10: Merkid y;[n] fyrir z[n] = d[n].
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Mynd 11: Merkid ya[n] fyrir z[n] = u[n].
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KAFLI 1.5 Lidur (c)

Lidur (c)

Daemi

Nu er a = 1 sem &a0ur en y[—1] = —1. Notum fallid okkar til ad reikna y[n| fyrir 0 < n < 30
begar innmerkin eru zi[n|] = u[n| og xs[n] = 2u[n]. Skilgreinum samsvarandi atmerki

kerfanna sem y;[n] og y2[n]. Notum stem til ad teikna (2y;[n] — y2[n]). Par sem sem jafna
(1.6) er linuleg mismunajafna, af hverju er pessi mismunur ekki nall?

Lausn

Byrjum & ad teikna upp merkin y[n] og ya[n]:
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Mynd 12: Merkin y; [n] fyrir x1[n] = u[n] og yo[n] fyrir z2[n] = 2uln].
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KAFLI 1.5 Lidur (c)

Svo teiknum vid mismuninn y3[n] = 2y;[n] — ya[n]:
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Mynd 13: Merkid y3[n| = 2y1[n] — ya[n].

Vi sjdum greinilega ad mismunurinn er ekki nill. Vid getum skodad hvernig fallio hegdar
sér fyrir n = 0:

n[0] = ay[—1] + 1[0]
——1+41=0

en nu er

Y2[0] = ayz[—1] + x5[0]
= —1+2=1

og pbvi faum vio
y3[0] = 2 % 11[0] — yo[0] = —1.

Fallid hegdar sér eins fyrir 61l n og petta ttskyrir hvers vegna vio faum grafid & mynd 13.
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KAFLI 1.5 Lidur (d)

Liour (d)
Daemi

Orsakatengda kerfid sem er lyst med jofnu (1.6) er kallad BIBO (Bounded-Input Bounded-
Output) stodugt hvenzer sem |a| < 1. Einn eiginleiki slikra stoougra kerfa er sa ad ahrif
upphafsskilyroanna verdur évera fyrir nogu stor n.

N gerum vid r&d fyrir ad a = 1/2 og ad x innihaldi z[n] = u[n] fyrir 0 < n < 30. Fyrir
baedi y[—1] = 0 og y[—1] = 1/2 eigum vid ad reikna atmerkin tvo fyrir 0 < n < 30. Hver
er munurinn?

Lausn

Vid teiknum upp merkin tvo:
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Mynd 14: Merkid y;[n] fyrir z1[n] = u[n], a = 1/2 og y[—1] = 0.

181
161
141

121

y,nl
-

0.8

0.6

04r-

0.2

Mynd 15: Merkid yo[n] fyrir z3[n] = u[n], a = 1/2 og y[—1] = 1/2.
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KAFLI 1.5

Lidur (d)

Teiknum svo upp mismunamerkid ysz[n]
merkjanna sé:

yo[n] —y1[n] til bess ad kanna hver mismunur
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Mynd 16: Merkid ys3[n] = ya[n| — y1[n].

Vio sjaum ad 1 fyrstu hafa upphafsskilyrdi ahrif & mismun fallanna en eftir pvi sem n

staekkar ba verda pau ahrif dvera, eins og lysing BIBO-st60ugra merkja segir til um!

15
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MATLAB KODAR

MATLAB koéoar

Kafli 1.4
9VIOK — Reikniverkefni II
%Kafli 1.4

%Saevar Ofjord Magnusson
%Skra: kafli 1 4.m

ITSTIISTSITSTIISTITSTISSITTITISIIS o
% a lidur

n = —10:10;

x1l = delta(n);

x2 = 2.xdelta(n);

yl = sin ((pi/2)*x1);
y2 = sin ((pi/2)*xx2);

figure (1);
subplot (1,2 ,1);
stem (n,yl);
xlabel ('n’);
ylabel ("y_1[n]");
subplot (1,2,2);
stem (n,y2,'r’);
xlabel ('n’);
ylabel ("y_2[n]");

print —depsc kafli 1 4 al

% setjum einhverja fasta a og b
a=—1;b=3;

% buum til tvo merki sem eiga ad gefa somu

y3 = sin ((pi/2)*(a*x1+b%xx2));
v4 = (axyl)+(bxy2);

figure (2);
subplot (1,2 ,1);
stem (n,y2);
xlabel ('n’);
ylabel ("y_3[n]");
subplot (1,2,2);
stem(n,y4,’'r’);
xlabel ('n’);
ylabel (*y_4[n]");

print —depsc kafli 1 4 a2

utkomu ef merkin eru linuleg
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96

MATLAB KODAR

Kafli 1.4

TSI TTITITITITITITITIIS
% b lidur
TSI TSITSTSTITITITITITS

n = —6:9;

xl = unit(n);
x2 = unit(n+1);
vyl = x1 + x2;

figure (3);
stem (n,yl
xlabel( n
ylabel (y

print —depsc kafli_ 1 4 b

TSI TITTSTTTTTTTATTTTTTS o
% ¢ lidur
TSI TSTTTITTSTTSTTTTATTSTTTTS e

figure (4);

n ::1:20;
X =n."(n.”2);
y = logl0(x);
stem (n,y);
xlabel (’n’
ylabel (y|

?

)
nf=log (x[n]) ");
print —depsc kafli 1 4 ¢

TSI TSTTTITTSTTSTITTATISTTITS o
% d lidur

WITSTITTTSSITSTSSTISTISS TS

figure (5);
X = 120,
w = asin (y)*(2/pi);

subplot (2,1,1);
stem (n,y);
xlabel ('n’);
ylabel (y[n] 7);

subplot(2
stem (n,w,

xlabel ('n’
vlabel ('w|

2);
");

1
)
n] s
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MATLAB KODAR

Kafli 1.4

print —depsc kafli_ 1 4 d

\\\\\ SSHTSIIS TS ISTISSTSITITITS e
% e Ildul

SITTTSSTITTTITSSSISITTTISITSo
% linulegt?

a—2;b—2;

n — —10:10;

x1 = delta(n);

x2 = 2.xdelta(n);

yl = (axx1+bxx2)."3;
y2 = axx1.73+bx*xx2." 3;

figure (6);
stem (n,yl);

xlabel ('n’);

ylabel ("y_1[n]|");

print —depsc kafli 1 4 el

[

stem (n,y2,'r’);

xlabel ('n’);

ylabel ("y_2[n]");

print —depsc kafli 1 4 e2

TSI TSI TSTSTITITIATITI TS
% f lidur
TSI STTSITSTITITITIATITITS

% stodugt?

n = —2:20;
X = unit(n);
Y = N.*X;

figure (7);
subplot (1,2,1);
stem(n,x);
xlabel ('n’);
ylabel ("x[n] 7);

subplot (1,2
stem(n,y,’r
xlabel ('n’);

n

vlabel (’y[n]’);
print —depsc kafli 1 4 f

7

72)’
)

7
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MATLAB KODAR

Kafli 1.5

WITTITITITITITITITITITTTTSo
% g lidur
WITTITITITITITITITITITITT S o

% timaohad?

n = 1:10;
x1 = 2x*n;
X2 = 2*%n —2;
yl = 4xn;
y2 = 4xn —4;
figure (8);

subplot (2,2 ,1);
stem (n, xl)

xlabel ('n’);
ylabel ('x_1[n]’);
subplot (2,2 ,2);
stem (n, x2),
xlabel ('n’);
ylabel (’x_2[n]");
subplot (2,2,3);
stem (n,yl,'r7);
xlabel ('n’);
ylabel (*y_1[n]");
subplot (2,2 ,4);
stem (n,y2,’r’);
xlabel ('n’);

ylabel ("y_2[n]");
print —depsc kafli 1 4 g

Kafli 1.5

YMOK — Reikniverkefni II
%Kafli 1.5

%Saevar Ofjord Magnusson
%Skra: diffeqn .m

BTSTSSSTSITTTSTSTSTSSISTTSTITI S
% b lidur
BSSTSSTSTSTTTTSTSTSTSSISTSTITI S
n = 0:30;

x1 = delta(n);
x2 = unit(n);

% gefnir fastar
a=1;
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MATLAB KODAR

Kafli 1.5

ynl=0;

yl=diffeqn (a,x1,ynl);
y2=diffeqn (a,x2,ynl);

figure (1);
stem(n,yl);
xlabel ('n’);
ylabel (*y_1[n]");

print —depsc kafli 1 5 bl
stem (n,y2);

xlabel ('n’);

ylabel ("y_2[n]");

print —depsc kafli_ 1 5 b2

% ¢ lidur
WITTSSSTSITTTTTSSSITTTTISITSo
a=1;ynl=-1;

n= 0:30;

xl = unit(n);

x2 = 2xunit(n);

yl = diffeqn(a,x1,ynl);
y2 = diffeqn(a,x2,ynl);

figure (2);
subplot (1,2 ,1);
stem(n,yl);
xlabel ('n’);
ylabel (y_1[n]");

subplot (1,2,2);
stem (n,y2, 'r’);
xlabel ('n’);
ylabel ('y_2[n]’);

print —depsc kafli 1 5 cl

% mismunurinn
y3 = (2xyl — y2);

figure (3);
stem (n,y3)

xlabel ('n’);
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MATLAB KODAR

Fallid diffeqn(a,x,yn1)

ylabel ("y_3[n]");
print —depsc kafli 1 5 c2

TSI TSI TS TSTITITITITITS
% d lidur
TSI TSI TS TSTITITIATITI TS

n=0:30;
x=unit (n);
a=0.5;
ynl=0;
yn2=0.5;

yl=diffeqn (a,x,ynl);
y2=diffeqn (a,x,yn2);

figure (4);

stem (n,yl);
xlabel ('n’);
ylabel ("y_1[n]|");

print —depsc kafli 1 5 d1l

figure (5);

stem (n,y2,'r’);
xlabel ('n’);
ylabel ("y_2[n]");

print —depsc kafli_ 1 5 d2

y3 = y2-yl;
figure (5);

stem (n,y3);
xlabel ('n’);
ylabel (*y_3[n]");

print —depsc kafli_ 1 5 d3

Fallid diffeqn(a,x,yn1)

YMOK — Reikniverkefni II
%Kafli 1.5

%Saevar Ofjord Magnusson
%Skra: diffeqn .m

function y = diffeqn(a,x,ynl)
for i=1:length (x)
if (i==1)
y(i)=a*ynlix(i);
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Fallid 5(¢)

else
y(1)=axy(i—1)+x(i);
end
end
end

Fallid 5(t)

% delta.m

% fallid delta(n)
function [x] = delta(n)
sizeofn = size(n);

for i=1:sizeofn (2)

if (n(i)==0)

x(i)=1;
else

x(1)=0;
end

end

Fallid u(t)

% unit.m

% fallid unit(n)
function [x]| = unit(n)
sizeofn=size (n);

for i—=1:sizeofn (2)
if (n(i)<0)

x(1)=0;
else

x(1)=1;
end

end
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